A Najdi si svou cestu - listy - gymnazium a S$

KE KOPiROVANI

Pracovni listy a ovéfeni - gymnazium a SS

Pracovni listy jsou volitelny doplnék, aplet lze pouZzivat samostatné. Listy nabizeji procvi¢eni a pfenos dovednosti na
papir. Kdyz je pouzijete, rozdavejte je az po praciv apletu a vyberte jen ulohy, které odpovidaiji cili hodiny

a potfebam zakl. Ovéreni slouzi jako doklad o porozumeéni; v pilotnim ovéreni ho prosim zafadte. Ovéreni pouzivaji

jiné sité nez listy. Kli¢ feSeni a bodovani jsou na konci souboru.

Kdy ho pOUiI’t Aktivitav apletu

5A Reprezentace a jejich 1. hodina Seznam sousedU, Seznam hran,
naroky Matice

5B BFS a DFS 2. hodina, po vlastnim pravidle Krokovani algoritmu

5C Dijkstrav algoritmus 3. hodina Krokovani algoritmu

Ovéreni 5 4. hodina, 45 min —

5D-5E roz§iteni seminar Nejlevnéjsi propojeni, Stejna sit jinak
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PRACOVNI LIST 5A - REPREZENTACE

Reprezentace a jejich naroky

Prevadim graf mezi zapisy, hledam chyby a posuzuji, kdy se ktery zapis vyplati.

I V apletu: Seznam sousedUl, Seznam hran, Matice sousednosti (v¢. reZimu ,,najdi chybu®).

n Seznam sousedi a stupné vrcholl

sousedé

stupen

Seznam hran

Zapis vSechny hrany. Ovér jejich pocet pomoci souctu stupnd. Pro¢ je soucet stupiti vzdy sudy?
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Matice sousednosti

Dopln matici. Co znamena soucet fradku? Pro€ je matice symetricka a na diagonale ma nuly?

Najdi chyby v modelu
Matice ma popisovat neorientovany graf bez smycek na vrcholech A-E. Obsahuje dvé chyby. Najdi je
a vysvétli, pro¢ takovy zapis nemuze byt spravné.

A 1 1 1 0 0
B 1 0 1 1 0
C 1 1 0 1 0
D 0 0 1 0 1
E 0 0 0 1 0
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Orientovany graf z matice

Radek = odkud, sloupec = kam. a) Vypi$ orientované hrany. b) Ur&i vystupni a vstupni stupefi vrcholu C. c)
Najdi orientovanou cestu z B do D.

A 0 1 0 1
B 0 0 1 0
C 1 0 0 0
D 0 0 1 0

a)

b)

c)

Naroky reprezentaci

Graf silni¢ni sité ma 1 000 kfiZovatek a z kazdé vedou v priiméru 4 silnice (asi 2 000 hran). a) Kolik policek ma
matice sousednosti a kolik poloZek seznam sousedU? b) Kterou reprezentaci zvolis, kdyZ se ¢asto ptas ,,jsou
u avsousedé?”, a kterou, kdyZz ¢asto prochazis vSechny sousedy vrcholu?
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PRACOVNI LIST 5B - PRUCHODY GRAFEM

BFS a DFS

Predpovidam dalsi krok a vysvétluji, co ktery priichod zarucuje.

V apletu: Krokovani algoritmu — BFS a DFS od zadaného vrcholu, Zak tipuje dalSi zpracovany vrchol. AZ po vlastnim

priichodu (Prlizkum sité).

Nejdriv vlastni pravidlo
Jak bys systematicky proSel/prosla neznamy graf, abys zadny vrchol nevynechal/a a zbyte¢né neopakoval/a?

BFSod A

Zapis poradi zpracovani a rozdél vrcholy do vrstev podle vzdalenosti (po¢tu hran) od A.

Poradi

VI’StVy 0:A 1:
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DFS od A podle pravidla apletu
Po zpracovani vrcholu vloz jeho nenavstivené sousedy do zasobniku abecedné; zpracuj vrchol nahofte. Zapisuj

obsah zasobniku (dno > vrchol).

m Zpracovany vrchol Zasobnik po kroku (dno > vrchol)

1

Predpovéd

BFS praveé dokon¢il zpracovani vrcholu C. Co je ve fronté a ktery vrchol pfijde na fadu?
Co ktery prachod zarucuje?

Dopln: BFS se hodi, kdyz... DFS se hodi, kdyz... Ktery z nich najde cestu s nejmensim poctem hran?

Najdi a oprav chybu v algoritmu
,»1.Vloz start do fronty. 2. Dokud fronta neni prazdna: vyber prvni vrchol, zpracuj ho a vloz do fronty v§echny

jeho sousedy.“ Co se pokaziv grafu s kruznici? Jak postup opravis?
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PRACOVNI LIST 5C - NEJKRATSi CESTY

Dijkstrav algoritmus

Rozhoduje soucet ohodnoceni, ne pocet hran.

I V apletu: Krokovani algoritmu - Dijkstra; pfi shodé vzdalenosti aplet pfijme kteroukoli rovhocennou volbu.

1
3 AP U
1
6
2 4
Béh algoritmu

V kazdém kroku finalizuj nehotovy vrchol s nejmensi znamou vzdalenosti a uprav vzdalenosti jeho sousedd.

Do fadku zapi$ stav po kroku (% = zatim neznama).

27 P O R O CO E T
A 0
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Vysledek

Konecéné vzdalenosti od A, poradi finalizace (vS§imni si shody) a nejkratsi cesta A > G s délkou. Jak cestu zpétné
zrekonstruujes?

Poradi finalizace
NejkratSicestaA> G
Rekonstrukce

Pro¢ ne BFS?

Najdi cestu A > G s nejmensim poctem hran a porovnej jeji délku s vysledkem Dijkstry.

Vyzva: zaporné ohodnoceni

Spust Dijkstrav algoritmus od A v orientovaném grafu vpravo. Jakou vzdalenost pfifadi vrcholu B? Jaka je
skutecna délka nejkratSi cesty A » B? Ktery pfedpoklad algoritmu je porusen?

1

/2
o
~

Naroky
Kolikrat se v Dijkstroveé algoritmu finalizuje kazdy vrchol? Kolikrat se nejvys ,prohlédne* kazda hrana
neorientovaného grafu?
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PRACOVNI LIST 5D - ROZSIRENI - MINIMALNi KOSTRA

TFi algoritmy, jedna kostra

Porovnam vlastni strategii s postupy podle Kruskala, Jarnika a BorGvky.

V apletu: Nejlevnéjsi propojeni — nejdfiv volné hledani, potom krokovani zvoleného algoritmu (Kruskal, Jarnik,

Boravka).

5 3

a4
5 2
2 1

6

3
6
4

Vlastni pokus
Najdi kostru s co nejmensim souc¢tem ohodnoceni. Vypis$ hrany a cenu.

Kruskal
Zapis poradi pfijatych hran a prvni odmitnutou hranu. Pro¢ byla odmitnuta?

Jarnik (Prim) od A
Zapis poradi, v jakém se hrany pfidavaji ke stromu.
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Boruvka

V 1. kole si kazdy vrchol vybere nejlevnéjsi hranu, ktera z néj vede. Které hrany se pfidaji a kolik komponent
vznikne? Co se stane ve 2. kole?

Srovnani
Pro¢ davaji vSechny tfi algoritmy stejnou cenu, i kdyz vybiraji hrany v jiném poradi? Kdy je minimalni kostra
jedina?

Kostra neni sit nejkratsich cest

Jaka je vzdalenost A - B v nalezené kostre a jaka v celém grafu? Co z toho plyne?
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PRACOVNI LIST 5E - ROZSIRENI - STRUKTURA

Izomorfismus a invarianty

Bud' najdu pfifazeni zachovavajici vSechny hrany, nebo invariant, ve kterém se grafy LiSi.

I V apletu: Stejna sit jinak (izomorfismus).

Graf G Graf H

GrafyGaH

Urc¢i stupné vrchold. Jsou grafy izomorfni? Pokud ano, napis$ pfifazeni A>?, B>?, C>?, D>?, E>?.

Ovéreni

Vypi$ obrazy vS§ech hran grafu G a zkontroluj, Ze jsou hranami grafu H.
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Graf X Graf Y

Grafy XayY

Oba maiji posloupnost stupnt 3, 3, 2, 2, 2, 2. Jsou izomorfni? Najdi vlastnost (invariant), ktera je odlisi.

Invarianty obecné

Napi$ tfi invarianty grafu a vysvétli, pro¢ shoda vSech tfi izomorfismus jeSté nedokazuje.
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OVERENI 5 - GYMNAZIUM / S§

Grafy, reprezentace a algoritmy

Samostatna prace bez apletu - doporuceny ¢as 45 minut - zaklad 40 b + bonus 6 b

m

Pouzivej odborné nazvoslovi. U BFS a DFS fad nové sousedy abecedné jako v apletu (DFS: zasobnik, zpracuje se vrchol

nahore). U Dijkstry je pfi shodé mozné vybrat kterykoli rovnocenny vrchol.

Reprezentace [10Db]

a) Zapis seznam sousedU. b) Doplii matici sousednosti. c) Urci pocet hran ze souctu stupnd a vysvétli proc.
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a) BFS - poradi

b) DFS - poradi
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Dijkstriv algoritmus od A [10Db]

a) Kone¢né vzdalenosti od A. b) Poradi finalizace. c) NejkratSi cesta A > F a jeji délka.

1 5 1
1 2
6
N
0

a) vzdalenost

b) poradi

c) cesta, délka

Orientovany graf z matice [6Db]

Radek = odkud, sloupec = kam. a) Vypi$ orientované hrany. b) Pro& matice neni symetricka? c¢) Najdi
orientovanou cestu z Ado D. d) Ur&i vstupni stupen vrcholu C a fekni, co znamena.

A 0 0 1 0
B 1 0 0 1
C 0 1 0 0
D 0 0 1 0

b)

c)

d)
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Posud'tvrzeni [6Db]

a) ,,BFS najde nejkratsi cestu i vohodnoceném grafu, stac¢i ho spustit od startu.“ Oprav a zdGvodni, co BFS
minimalizuje a co Dijkstra.

b) ,,Pro graf s 10 000 vrcholy a 30 000 hranami je matice sousednosti lepsi neZ seznam soused(, protoZe je
prehlednéjsi.“ Posud z hlediska pamétovych narokt a typickych operaci.

a)

ROZSIRENI - bonus (neni sougasti zakladniho maxima 40 b)

Minimalni kostra [4 b]

Najdi minimalni kostru grafu z ulohy 3 a jeji cenu.

Izomorfismus [2 b]

Jsou grafy izomorfni? Pokud ano, uved pfifazeni vrchold.

Graf 1 Graf 2

Zaklad Bonus Hodnoceni

/40 _/6

Zpeétna vazba (nehodnoti se): Ktera aktivita v apletu ti k témto uloham pomohla nejvic a pro¢?
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PRO UCITELE

Hodnoceni a bodovani

Oveéreni kontroluji pfenos porozuméni mimo aplet; rozsifeni jsou bodové oddélena.

Zasada. Znamku pocitejte ze zakladniho maxima dané urovné. Bonusové body mohou vysledek jen zlepsit (vysledek
pro prevod zastropujte na 100 %); jejich nevypracovani nesmi znamku zhorsit.

Navrzené prevodni pasmo (gymnazium)

m % ze zakladu Interpretace

1 90-100 % bezpecné porozuméni a spravny pfenos do nové sité
2 75-89 % prevazné spravné, diléi chyby

3 60-74 % zéklad zvladnut, nejistota v pfenosu

4 45-59 % Castecné zvladnuti, vyznamné mezery

5 0-44 % zakladni porozumeéni zatim neprokazano

Jde o navrh; pravidla hodnoceni $koly maji pfednost.

Ovéreni 5 - gymnazium-40b+6b

__

1 Reprezentace 10 a) seznam sousedt 4 b (po 1 b za vrcholy A-B, C-D, E, F... hodnotte tUmérné: 6
spravnych fadka = 4 b); b) matice 4 b mérné spravnym polim; c) 7 hran 1 b,

zdlvodnéni (kazda hrana pfispiva ke dvéma stupidm) 1 b.

2 BFS aDFS 8 Kazdé poradi 4 b; jedna lokalni zdmeéna se spravnym principem 3 b; ¢aste¢né

spravny princip 1-2 b.

3 Dijkstra 10 a) 1 b za kazdou spravnou vzdalenost B-F (5 b); b) poradi finalizace 2 b; c) cesta 2
b, délka 1 b.
4 Orientovana matice 6 a)2 b (vSech5hran2b, 3-4 hrany 1 b); b) 1 b; c) 1 b; d) vstupni stupefi2=1b,

vyznam (pocet hran, které do C vedou) 1 b.

5 Posouzeni 6 a) BFS minimalizuje po€et hran 1 b, ignoruje ohodnoceni / protipfiklad 1 b, Dijkstra
minimalizuje souéet ohodnoceni 1 b; b) srovnani paméti (10° x fadové 6:10%) 2 b,

typicka operace a zaveér 1 b.
Bonus B1 Kostra 4 Pét spravnych hran3b, cena7=1b.

Bonus B2 Izomorfismus 2 Verdikt 1 b; Uplné spravné pfifazeni 1 b.

Co pfi opravovani nepenalizovat

e Graf neni obrazek. Jiné rozmisténi vrchold, otoéeni nebo ,,hez&i/ horsi“ kresba nejsou chyba, pokud zUstala
zachovéna sprédvna spojeni.

e Rovnocenné odpovédi. Uznejte v8echny spravné trasy se stejnym pocétem krok( nebo stejnou cenou, pokud zadani
nepredepisuje rozhodovaci pravidlo; u Dijkstry libovolné pofadi vrcholll se shodnou vzdalenosti.
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e Nazvoslovi podle urovné. Preferujte ,vrchol, hrana, graf, ohodnoceni“ — jazykovy pfesSlap sam o sobé nema prevazit
spravné porozumeni.

e Oteviené odpovédi hodnotte podle konkrétnosti a funkénosti postupu, ne podle shody se vzorovou vétou.

PRO UCITELE

Kli¢c reSeni

U otevienych uloh jsou uvedeny priklady spravnych odpoveédi; rovnocenné formulace a jiné spravné trasy uznejte.

List 5A - Reprezentace

v1:A:B,C(2)-B:A,C,D(3):-C:A,B,E(3)-D:B,E,F(3):-E:C,D,G(3)-F:D,G (2)- G: E, F (2).

v 2:AB, AC, BC, BD, CE, DE, DF, EG, FG -9 hran; soucet stupniti 18 = 2 - 9. Kazd4 hrana pfispiva ke stupiitim dvou
vrchold.

v 3: soucet fadku = stupen vrcholu; symetrie = neorientovanost; nuly na diagonale = Zadné smycky.

v 4: A-A =1 (smycka); B-D =1, ale D-B = 0 (nesymetrie).

v 5: A>B, A>D, B>C, C>A, D>C; C: vystupni 1, vstupni2; B>C~>A~>D.

v 6: matice 10° poli¢ek; seznam soused( asi 4 000 polozek (+ 1 000 vrchol(l). Dotaz ,,jsou sousedé?“ — matice
(okamzité); prochazeni sousedll — seznam (Umérné stupni); pro fidky graf seznam.

List 5B - BFS a DFS

v2:A,B,C,E,D,F,G,H; vrstvwy1:B,C,E-2: D, F-3: G, H.

v 3: zasobnik po krocich: A[B, C,E]-E[B,C,F]-F[B,C,H]-H[B,C,G]-G[B,C,D]-D[B, C]-C[B]:B[]. Poradi A, E,
F,H,G,D,C,B.

v 4:fronta [E, D, F], dalSi je E.

v 5: BFS — nejmensi pocet hran ze startu (nejkratsi cesta v neohodnoceném grafu); DFS — projde celou komponentu
do hloubky (dosazitelnost, bludi$té, hledani cyklu), nejkratSi cestu nezarucuje.

v 6:vrcholy se do fronty vkladaji opakovang, v grafu s kruznici algoritmus neskon¢i; oprava: vkladat jen dosud
neobjevené vrcholy a oznacit je pfi objeveni.

List 5C - Dijkstriv algoritmus

v1:poA:B2,C6-poB:C5, D7 -poC:E7-poD:F13-poE:F11,G14-poF:G12-G.
v2:A0,B2,C5D7,E7,F11,G 12; pofadiA,B,C,D, E,F, Gnebo A, B, C, E, D, F, G (D a E maji shodné 7). Cesta A
-B-C-E-F-G, délka 12; rekonstrukce pfes pfedchtdce od G zpét.

v 3:nejméné hran ma A-C-E -G (3 hrany), ale délka 15> 12.

v 4: Dijkstra finalizuje B s hodnotou 2, skute¢né A~> C > B = 1. Algoritmus pfedpoklada nezaporna ohodnoceni.

v 5: kazdy vrchol se finalizuje pravé jednou; kazda neorientovana hrana se prohlédne nejvys dvakrat (z kazdého
konce jednou).

List 5D - Minimalni kostra

v 1, 2: Kruskal: D-E (1), B-C (2), F-G (2), A-C (3), D-F (3), [A-B (4) odmitnuta — uzavrela by kruznici A-B-C], C-E (4).
Cena 15.

v 3:Jarnik od A: A-C, C-B, C-E, E-D, D-F, F-G.

v 4:1. kolo: A-C, B-C, D-E, F-G > 3 komponenty {A, B, C}, {D, E}, {F, G}; 2. kolo: C-E a D-F > hotovo.

v 5: v8echny tfi buduji minimalni kostru; kdyz jsou ohodnoceni navzajem rlizna, je jedina (zde je jedina i pfes shody).

v 6:v kostfe A-C-B =5, v grafu pfimo A - B =4 > kostra nezachovava nejkratsi cesty.
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List 5E - Izomorfismus

v1:G:A3,B3,C2,D2,E2-H:P2,Q3,R2,S2,T3. Izomorfni, napf. A>Q, B>T, C>P, D-S, E>R.

v 2: AB>QT, BC>TP, CD~>PS, DA>SQ, AE>QR, BE>TR - vSe hrany grafu H.

v 3: nejsou: Y obsahuje trojuhelnik U-V-W, X Zadny (ma dvé kruznice délky 4).

v 4: napf. pocet vrcholl a hran, posloupnost stupn, pocet trojuhelnikd, souvislost, délka nejkratsi kruZnice; jsou to
nutné, ne postacujici podminky.

Ovéreni 5 - Grafy, reprezentace a algoritmy

v 1:A:B,D-B:A,C,D-C:B,E-D:A,B,E-E:C,D,F-F: E. Matice fadky A010100 - B 101100 - C 010010 - D 110010 -
E 001101 - F000010. Soucet stupit 14 > 7 hran.

v 2:BFSA,B,C,D,E,F,G; DFSA,D,G,F,C,E,B.

v3:B2,C1,D4,E5,F7;poradiA,C,B,D, E,F;cestaA-C-B-D-E-F, délka 7.

v 4: A>C, B>A, B>D, C»>B, D>C; graf je orientovany; A~> C > B > D; vstupni stupen C=2 (z Aaz D).

v 5a: BFS minimalizuje pocet hran, ohodnoceniignoruje; nejmensi soucet ohodnoceni (pro nezaporna ohodnoceni)
hleda Dijkstra. 5b: matice 10° poli¢ek, seznam asi 6-10* polozek; pro fidky graf seznam, matice jen pro husté grafy
nebo ¢asté dotazy na existenci hrany.

v B1: A-C (1), B-C (1), D-E (1), B-D (2), E-F (2), cena 7. B2: ano, A>X, B>W, C->Y, D>Z.
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